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电磁干扰对 IRS辅助短包通信的影响

袁 磊，雷 妍，袁花花，莫名秀
（兰州大学信息科学与工程学院，甘肃兰州 730000）

摘　要：　智能反射面（Intelligent Reflecting Surface，IRS）辅助通信被认为是未来无线网络中最具前景的技术之

一 . 然而，当电磁干扰存在时，IRS在放大有用信号的同时也会放大干扰信号，从而导致 IRS辅助通信系统的性能显著

恶化 . 超可靠低延时通信（Ultra Reliable and Low Latency Communication，URLLC）是未来无线网络的一个重要应用场

景 . 本文研究了电磁干扰对 IRS辅助短包通信（Short Packet Communication，SPC）实现 URLLC 的影响 . 在假设小尺度

衰落服从莱斯分布且 IRS基于统计信道状态信息（Channel State Information，CSI）进行相位偏移调整的情况下，本文首

先利用中心极限定理（Central Limit Theorem，CLT）、矩匹配方法以及 SPC 相关理论，推导出了用户平均块错误率

（BLock Error Rate，BLER）闭合表达式；其次，在用户可靠性约束下，提出了一种基于二分法的优化算法，以最小化系统

传输时延；最后，通过仿真验证了理论分析的准确性 . 仿真结果表明：在用户可靠性约束条件下，相较于无电磁干扰环

境，电磁干扰的存在显著削弱了通过增加 IRS单元数目来降低SPC传输时延的能力 .
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Abstract:　 Intelligent reflecting surface (IRS) aided communication is regarded as one of the most promising tech⁃
niques in the future wireless networks. When electromagnetic interference exists, the system performance of IRS aided com⁃
munication degrades significantly due to the fact that IRS can amplify both the desired signal and the interference signal. Ul⁃
tra reliable and low latency communication (URLLC) is an important application scenario in the future wireless networks. 
The impact of electromagnetic interference on IRS aided short-packet communication (SPC), which accomplishes URLLC, 
was analyzed in this paper. Under the assumption that small-scale fading followed Rician distribution and IRS used the sta⁃
tistical channel state information (CSI) to adjust the phase shifts, the closed-form expression for average block error rate 
(BLER) at the user is firstly derived by using the central limit theorem (CLT), moment matching method, and SPC related 
theory. Then, an optimization algorithm based on bisection search algorithm is proposed to minimize the system transmis⁃
sion latency under the reliability constraint of the user. Finally, simulation is used to validate the theoretical analysis. The 
simulation results show that, under the user’s reliability constraint, the presence of electromagnetic interference obviously 
degrades the capability to lower the transmission latency by increasing the number of elements of IRS compared to the envi⁃
ronment without electromagnetic interference.
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1　引言

由许多低成本的无源反射单元构成的智能反射面

（Intelligent Reflecting Surface，IRS）被视为未来无线通

信最具前景的一项技术 . IRS辅助通信通过动态调整智

能反射单元的幅度和相位来实现重新配置无线传播环

境，从而达到提升系统容量和扩大覆盖范围的目的［1］.
与传统的中继方式相比，IRS具有成本低、功耗低、部署

灵活和几乎不会引入额外延时等优势 . 文献［2］针对

IRS 辅助太赫兹通信系统提出了一种基于正则平行因

子分解的信道估计算法，用于解决系统引入 IRS导致所

需信道估计开销过大的问题 . 文献［3］则针对存在信道

估计误差和硬件损伤的 IRS辅助多天线通信系统提出

了一种鲁棒能效优化算法 . 相较于瞬时信道状态信息

（Channel State Information，CSI），发射机更容易准确获

取统计CSI，且所需的信道估计开销小［4］. 基于此，文献［5］
分析了基于统计 CSI 的 IRS 辅助通信在莱斯衰落信道

下的系统中断概率 .
上述 IRS 辅助通信研究都是基于长包通信系统展

开的 . 超可靠低延时通信（Ultra Reliable and Low La⁃
tency Communication，URLLC）是未来无线通信系统设

计的一个难点［6］. 短包通信（Short Packet Communica⁃
tion，SPC）是实现URLLC的物理层潜在关键技术之一 .
不同于长包通信，SPC中基于无限码长假设的香农容量

公式已不再适用 . SPC 中数据传输的最大可达速率

（Maximal Achievable Rate，MAR）与传输块长和块错误

率（BLock Error Rate，BLER）紧密相关［7］. 近几年，将

IRS 和 SPC 相结合来实现 URLLC 受到学术界广泛关

注 . 文献［8］研究了在工业自动化场景下，基于瞬时CSI
的 IRS辅助单天线 SPC系统在瑞利衰落信道下的性能，

其利用矩匹配方法分析了当 IRS 采用连续相位偏移

（Continuous Phase Shift，CPS）和离散相位偏移（Discrete 
Phase Shift，DPS）调整策略时，SPC 系统的平均 MAR 和

平均 BLER. 研究结果显示：在相同发射功率和用户平

均BLER约束下，相较于无 IRS的系统，IRS辅助 SPC系

统能显著降低系统传输时延 . 文献［9］则将研究扩展到

了莱斯衰落和Nakagami-m衰落信道中，同样证明了 IRS
辅助 SPC系统相较于无 IRS的系统在实现URLLC方面

的性能优势 .
在实际的无线传播环境中，除了受到信道衰落和

高斯白噪声的影响，通信系统也常常受到同频干扰信

号（如邻近基站或者人为设置的干扰源产生的同频信

号）的影响而导致系统性能恶化 . 在 IRS 辅助通信中，

由于 IRS不仅能够增强用户所需的有用信号，还能为干

扰信号提供额外的传输路径，从而导致干扰问题变得

更为严重 . 文献［10］分析了同频干扰对 IRS 辅助单天

线通信系统的平均接收信噪比（Signal to Noise Ratio，

SNR）的影响，其假设 IRS基于瞬时CSI采用最优CPS调

整策略，且所有传输链路服从瑞利衰落 . 研究结果表

明：与无干扰不同，IRS辅助通信系统的接收 SNR与 IRS
单元数目的平方成正比 . 当存在同频干扰时，系统的接

收 信 干 噪 比（Signal to Interference plus Noise Ratio，
SINR）仅与 IRS 单元数目成正比，这是因为 IRS 在增强

有用信号的同时，也会增强干扰信号，从而导致在存在

干扰的情况下，增加 IRS单元数目对系统SINR的改善效

果会减弱 . 此外，在某些干扰较强的场景下，IRS辅助通

信系统的性能甚至可能劣于无 IRS的系统 . 文献［11］分

析了同频干扰对 IRS辅助无蜂窝大规模多天线系统上

行传输的频谱效率影响，研究指出电磁干扰会严重恶

化 IRS 辅助通信系统的频谱效率 . 文献［12］分析了同

频干扰对 IRS辅助全双工通信系统中断概率和遍历容

量的影响，仿真结果表明：电磁干扰严重恶化了系统性

能 . 文献［13］则分析了在 Nakagami-m 衰落信道下，电

磁干扰对 IRS辅助下行非正交多址接入系统性能产生

的负面影响，但其研究假定 IRS仅增强用户信号而忽略

了 IRS对干扰信号的传输作用，使其应用场景受限 . 不

同于文献［10~13］采用瞬时 CSI 进行 IRS 相移偏移设

计，文献［14］分析了存在同频干扰情况下，基于统计

CSI的 IRS辅助多天线通信系统在莱斯衰落信道下的遍

历容量 .
目前，电磁干扰对 IRS辅助通信影响的研究大都集

中在长包通信系统中 . 虽然现有研究已证明在无电磁

干扰时 IRS 辅助 SPC 是实现 URLLC 的一种有效手段，

但是当电磁干扰存在时，电磁干扰对 IRS辅助 SPC实现

URLLC 带来的影响还有待深入研究 . 基于此，本文分

析电磁干扰对 IRS辅助单用户SPC系统的平均BLER和

传输块长影响 . 具体来说，本文研究单个 IRS辅助的多

输入单输出（Multiple Input Single Output，MISO）SPC 系

统 . IRS与收发机间通过建立视距（Line of Sight，LoS）传

输链路来帮助提升 SPC系统性能，干扰源则通过LoS传

输链路将干扰信号通过 IRS 级联信道传输到用户处 .
为了实现低延时通信，无线接入点（Access Point，AP）通

过利用低信道估计开销的统计 CSI 对 IRS 进行相位偏

移调整，IRS相位偏移调整策略考虑了CPS和低硬件实

现复杂度的DPS两种策略 .
本文的主要贡献包括：（1）针对电磁干扰环境下基

于统计 CSI的 IRS辅助单用户 SPC系统，利用中心极限

定理（Central Limit Theorem，CLT）、矩匹配方法和 SPC
相关理论推导得出了 IRS 采用最优 CPS 和 DPS 调整策

略时 IRS辅助SPC系统的平均BLER闭合表达式；（2）提

出了一种基于二分法的优化算法，在用户可靠性约束

下最小化系统传输块长；（3）仿真表明电磁干扰严重恶

化了 IRS 辅助 SPC 系统实现 URLLC 的性能，在用户可
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靠性约束下，相较于无电磁干扰环境，电磁干扰的存在

会导致增加 IRS 单元数目来降低 SPC 的传输时延能力

显著减弱 .
本文相关符号说明如下：Â(x)、Á(x)、| x |和 arg ( x)分

别表示复数 x的实部、虚部、模和辐角；é ù× 表示向上取整

运算；diag ( × )表示以括号内元素为对角线元素的对角

矩阵；E(×)表示均值运算；fX (x)和FX (x)分别表示随机变

量（Random Variable，RV）X 的概率密度函数（Probabil⁃
ity Density Function，PDF）和累积分布函数（Cumulative 
Distribution Function，CDF）；CN (ab) 和 N (ab) 分别表

示 均 值 为 a、方 差 为 b 的 复 高 斯 和 实 高 斯 RV；

Gamma(ab)表示 PDF 为 fX (x)=
xa - 1

Γ (a)ba
e
-x
b 的伽玛分布；

Q(×)、Γ (×)和 γ(××)分别表示高斯Q函数、伽玛函数和下不

完全伽玛函数；Wη1 η2
(ς )表示 Whittaker W 函数［15］；Ιv 表

示阶数为 v的单位阵； ×
2
表示Frobenius范数 .

2　系统模型和用户处SINR统计特性分析

2. 1　系统模型

本文考虑的系统模型如图 1所示，其由一个AP、一
个 IRS、一个用户和一个干扰源构成 . 需要指出的是，虽

然本文仅研究了单用户场景，但是本文的研究也适用

于采用了时分多址的多用户场景 . 在采用时分多址的

多用户系统中，AP 在每个时隙利用 IRS 辅助通信服务

一个用户，不同时隙来服务不同的用户 . 本文研究了在

采用时分多址的多用户系统中，电磁干扰对单个用户

在单一时隙内利用 IRS辅助通信实现超可靠低时延通

信的性能影响 . 在该系统中，电磁干扰对每个用户的性

能影响的分析方法是相同的 . 基于此，为了简化描述，

本文仅分析了单用户场景 . 本文假定 AP 具有 M 个天

线，用户具有单个天线，此假设比较适合资源受限的

物联网应用场景［16］. 尽管 AP 与用户可以建立 LoS 传

输链路，但由于 AP 离用户较远，为了提升用户接收信

号质量，AP 通过调控排成线性阵列由 N（N 1）个无

源反射单元构成的 IRS 的相位偏移（即反射波束）来达

到改善 AP 与用户通过 SPC 来实现 URLLC 的目的 . 如

文献［4，5］所述，为了充分发挥 IRS的潜力，通过灵活部

署 IRS（如放置在建筑物表面的高处），可实现 IRS与AP
和用户间具有 LoS 传输链路 . 基于此，本文假定 AP 与

用户、AP与 IRS及 IRS与用户间的小尺度衰落均服从莱

斯分布 .
AP与用户间的信道系数g0ÎC1 ´M表示为

g0 = β0d -κ0

0 ( K0

K0 + 1
h̄0 +

1
K0 + 1

h͂0 ) （1）
其中，β0 为单位参考距离 1 m 处的路径损耗；d0 为发射

机与用户间的距离；κ0 为路径损耗指数；K0 为莱斯因

子 ；h̄0  aM(AoD0 ) 为 莱 斯 信 道 的 LoS 分 量 ，a t(θ ) =
é

ë
êêêê1e

j
2πd
λ

sin θ
e

j
2πd
λ

( )t- 1 sin θù

û
úúúú为阵列响应矢量，tÎ {MN}，λ

为载波波长，d = 0.5λ为阵元间距［4］，θ为对应信道的发

射角或到达角，AoD0 为 AP到用户的发射角，h͂0ÎC1 ´M

为服从 CN (0IM )的非视距（Non Line of Sightm，NLoS）
分量，即 h͂0中每个元素都服从CN (01).

同理，AP 与 IRS 间的信道系数 g1ÎCN ´M 及 IRS 与

用户间的信道系数g2ÎC1 ´N分别表示为

g1 = β0d -κ1

1 ( K1

K1 + 1
h̄1 +

1
K1 + 1

h͂1 ) （2）

g2 = β0d -κ2

2 ( K2

K2 + 1
h̄2 +

1
K2 + 1

h͂2 ) （3）
其中，d1 和 d2 分别为 AP 到 IRS 和 IRS 到用户的距

离；κ1 和 κ2 为相应链路的路径损耗指数；K1 和 K2 为

相 应 链路的莱斯因子；h̄1  aN(AoA1 )H
aM(AoD1 ) 和

h̄2  aN(AoD2 )为相应链路的LoS分量，AoD1 和AoA1 分

别为 AP到 IRS的发射角和到达角，AoD2 为 IRS到用户

的发射角；h͂1ÎCN ´M和 h͂2ÎC1 ´N分别为服从CN (0INM )

和CN (0IN )的NLoS分量 .
与文献［10］和文献［11］相同，本文仅考虑一个单

天线的同频干扰源，假定干扰源与 IRS间存在 LoS通信

链路，则干扰源与 IRS间的小尺度衰落服从莱斯分布且

干扰源与 IRS单元间的信道系数g3ÎCN ´ 1表示为

g3 = β0d -κ3

3 ( K3

K3 + 1
h̄3 +

1
K3 + 1

h͂3 ) （4）
其中，d3 为干扰源到 IRS中心的距离；κ3 为路径损耗指

数；K3 为莱斯因子；h̄3  aN(AoA3 )H
为相应链路的 LoS

分量，AoA3 为干扰源到 IRS的到达角；h͂3ÎCN ´ 1 为服从

CN (0IN )的NLoS分量 .
AP和干扰源到用户的端到端信道衰落系数G和H

 用户

电磁干扰源

AP

IRS

图1　电磁干扰环境下 IRS辅助SPC系统模型
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分别为

G = ( g2Φg1 + g0 ) f H （5）
H = g2Φg3 （6）

其中，Φ = diag (1ejθ1   ejθn ) ÎCN ´N 为相位偏移矩阵；

θn  为第 n个 IRS 单元的相位偏移值；f 为 AP 给用户的

功率归一化波束赋形矢量 . 为了实现低延时通信，与

文献［4］相同，本文中 AP 采用低信道估计开销的统

计 CSI 进行 IRS 辅助通信系统设计 . 当利用统计 CSI
进行 IRS 最优相位偏移调整时，根据文献［5］可知，θn   =
2πd
λ

(n- 1)  (sin (AoA1 ) - sin (AoD2 ) ) + ϕn，其中 ϕn 表示

CPS 或 DPS 调整策略所引入的相位误差 . 当采用最优

CPS 调整策略时，ϕn = 0；当采用 q 比特量化的最优 DPS
调整策略时，ϕn 服从[ - 2-qπ2-qπ ]的均匀分布［17］. 根据

文献［14］，统计 CSI下 AP 给用户的最优波束赋形矢量

为 f=
ḡ2Φḡ1 + ḡ0

 ḡ2Φḡ1 + ḡ0

. 由图 1 所示的系统模型可知，用户

接收到的信号表达式为

y =Gs0 +HsJ +w （7）
其中，s0 为AP发射的功率为P的短包信号；sJ 为干扰源

发射的功率为 PJ 的干扰信号；w  CN (0σw
2 )为加性复

高斯白噪声 .
2. 2　用户处SINR统计特性分析

由式（7）可知，用户处的接收瞬时SINRγu为

γu =
P ||G 2

PJ || H
2 + σw

2
（8）

为了给出用户接收 SINRγu 的 CDF 表达式，从而推导出

用户处的平均 BLER，首先需要确定端到端信道增益

|G |2和| H |2的概率分布 .
将式（1）~（3）代入式（5）中，则G可表示为

G =A1 +A2 +A3 +A4 +A5 （9）
其中：

A1 = β0 d -κ1

1 d -κ2

2

K1 K2

(K1 + 1)(K2 + 1)
h̄2Φh̄1 f H

+ β0d -κ0

0

K0

(K0 + 1)
h̄0 f H

= β0 d -κ1

1 d -κ2

2

K1 K2

(K1 + 1)(K2 + 1)
aM(AoD1 ) f H∑

n = 1

N

ejϕn   

+ β0d -κ0

0

K0

(K0 + 1)
aM(AoD0 ) f H

（10）
  A2 = β0 d -κ1

1 d -κ2

2

K1

(K1 + 1)(K2 + 1)
h͂2Φh̄1 f H        （11）

A3 = β0 d -κ1

1 d -κ2

2

K2

(K1 + 1)(K2 + 1)
h̄2Φh͂1 f H （12）

A4 = β0 d -κ1

1 d -κ2

2

1
(K1 + 1)(K2 + 1)

h͂2Φh͂1 f H （13）

A5 = β0d -κ0

0

1
K0 + 1

h͂0 f H （14）
因为 h͂0  CN (0IM )和 f

2

2
= 1，利用循环对称特性

可得 A5 服从 CN (0
β0d -κ0

0

K0 + 1 ). 由文献［5］可知，A2 和 A3

分 别 服 从 CN (0
β0

2d -κ1

1 d -κ2

2 NK1

(K1 + 1)(K2 + 1)
| aM(AoD1 ) f H |2 ) 和

CN (0
β0

2d -κ1

1 d -κ2

2 NK2

(K1 + 1)(K2 + 1) ). 当 IRS 单元数目较大时，利用

CLT 可以将 A4 近似为 CN (0
β0

2d -κ1

1 d -κ2

2 N
(K1 + 1)(K2 + 1) )［5，18］. 当采

用最优 CPS 调整策略时，因为 ϕn = 0，此时 A1 的实部

Â(A1 )和虚部Á(A1 )分别为

                 Â(A1 )=ND2C1Â (aM(AoD1 ) f H )
                       +D0C3Â (aM(AoD0 ) f H ) （15）

                 Á(A1 )=ND2C1Á(aM(AoD1 ) f H )
                       +D0C3Á(aM(AoD0 ) f H ) （16）

其中：

D0 = β0d -κ0

0 ；  D2 = β0 d -κ1

1 d -κ2

2 ；

C1 =
K1 K2

( )K1 + 1 ( )K2 + 1
；  C3 =

K0

K0 + 1
.

当采用 q 比特量化的最优 DPS 调整策略时，由文

献［16］可知，当 IRS单元数目较大时，利用独立同分布

条件下的 CLT 可以将∑
n = 1

N

ejϕn   近似为一个复高斯 RV，其

实部和虚部分别服从均值为 Nμc1 和 0、方差为 Nσ 2
c 和

Nμs 的 实 高 斯 分 布 ，其 中 μc1 
2q

π
sin ( π2q )、μc2 

1
2
+

2q - 2

π
sin ( π

2q - 1 )、 μs 
1
2
-

2q - 2

π
sin ( π

2q - 1 ) 和 σ 2
c  μc2 -

(μc1 )2. 因此，分析可得 aM(AoD1 ) f H∑
n = 1

N

ejϕn   的实部和虚

部 分 别 服 从 N (ap Nμc1 a
2
p Nσ 2

c + b2
p Nμs ) 和

N (bp Nμc1  b
2
p Nσ 2

c + a2
p Nμs )，其中 ap =Â (aM(AoD1 ) f H )

和 bp = Á(aM(AoD1 ) f H ). 进一步整理可得 A1 的实部

Â(A1 )和虚部Á(A1 )分别为
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Â(A1 )N (ND2C1 μc1ap +D0C3af ND2
2C

2
1 (σ 2

c a2
p + μsb

2
p ) )

（17）
Á(A1 )N (ND2C1 μc1bp +D0C3bf ND2

2C
2
1 (σ 2

c b2
p + μsa

2
p ) )

（18）
其中，af=Â (aM(AoD0 ) f H )，bf=Á(aM(AoD0 ) f H ).

在求出式（9）中每项的概率分布后，利用复高斯

RV 之和仍为复高斯 RV 的性质，即可求出 G 的概率分

布 . 具体来说，当 IRS 单元数目较大时 G 的实部Â(G)

和 虚 部 Á(G) 分 别 服 从 N (μÂ1 σ
2
Â1 ) 和 N (μÁ1 σ

2
Á1 )，

可得：

μÂ1 =
ì
í
î

ND2C1ap +D0C3af    CPS

ND2C1 μc1ap +D0C3af DPS
（19）

μÁ1 =
ì
í
î

ND2C1bp +D0C3bf    CPS

ND2C1 μc1bp +D0C3bf DPS
（20）

σ 2
Â1 =

ì
í
î

ïï

ïï

ND2
2C2 +D2

0C4                                            CPS

ND2
2( )C 2

1 ( )σ 2
c a2

p + μsb
2
p +C2 +D2

0C4     DPS 
（21）

σ 2
Á1 =

ì
í
î

ïï

ïï

ND2
2C2 +D2

0C4                                             CPS

ND2
2( )C 2

1 ( )σ 2
c b2

p + μsa
2
p +C2 +D2

0C4     DPS
（22）

其中：

C2 =
( )|| aM( )AoD1 f H

2

K1 +K2 + 1

2 ( )K1 + 1 ( )K2 + 1

C4 =
1

2 ( )K0 + 1
.

得到 G 的概率分布后，分别计算 |G |2 的一阶原点

矩和二阶原点矩，则有：

E (|G |2 ) =E (Â(G)2 ) +E (Á(G)2 ) （23）
E (|G |4 ) =E (Â(G)4 ) +E (Á(G)4 )
                     +2E (Â(G)2 )E (Á(G)2 )

（24）
利用文献［19］中高斯RV 各阶原点矩的计算公式

可求出Â(G)和 Á(G)的二阶原点矩和四阶原点矩，从

而得到 |G |的二阶原点矩和四阶原点矩 . 根据文献［8］
和文献［9］，|G |2 可以使用矩匹配方法利用下述引理 1
近似为伽玛分布 .

引理 1 对于一个一阶原点矩和二阶原点矩分别

为E ( X )和E ( X 2 )的非负 RV X，其可以近似为一个形

状 参 数 为 m =
E ( )X

2

E ( )X 2 -E ( )X
2
和 尺 度 参 数 为 μ =

E ( )X 2 -E ( )X
2

E ( )X
的伽玛分布 RV，即 X Gamma(mμ).

此外，根据伽玛分布的性质，对于RV cX，其中 c为一个

正常数，cX Gamma(mcμ).
证明 详见文献［15］.
利用引理 1 可以将 |G |2 近似为 Gamma(mx μx )，

可得：

mx =
E ( )||G 2 2

E ( )||G 4 -E ( )||G 2 2
（25）

μx =
E ( )||G 4 -E ( )||G 2 2

E ( )||G 2
（26）

同理，将式（3）和式（4）代入式（6）可得：

H =B1 +B2 +B3 +B4 （27）
B1 = β0 d -κ3

3 d -κ2

2

K3 K2

(K3 + 1)(K2 + 1)
h̄2Φh̄3

     = β0 d -κ3

3 d -κ2

2

K3 K2

(K3 + 1)(K2 + 1) ∑
n = 1

N

ej( )Ωn + ϕn

（28）

B2 = β0 d -κ3

3 d -κ2

2

K3

(K3 + 1)(K2 + 1)
h͂2Φh̄3 （29）

B3 = β0 d -κ3

3 d -κ2

2

K2

(K3 + 1)(K2 + 1)
h̄2Φh͂3 （30）

B4 = β0 d -κ3

3 d -κ2

2

1
(K3 + 1)(K2 + 1)

h͂2Φh͂3 （31）
其中，Ωn =

2πd
λ

(n- 1) (sin(AoA1 )- sin(AoA3 )). 与前述

分析相同，B2 和B3 分别服从 CN (0
β0

2d -κ2

2 d -κ3

3 NK3

( )K3 + 1 ( )K2 + 1 )和
CN (0

β0
2d -κ2

2 d -κ3

3 NK2

( )K3 + 1 ( )K2 + 1 )，且当 IRS 单元数目较大时，

B4 近似服从 CN (0
β0

2d -κ2

2 d -κ3

3 N

( )K3 + 1 ( )K2 + 1 ). 当 IRS 采用最优

CPS 调 整 策 略 时（ 即 ϕn = 0），B1 为 常 数 即

β0 d -κ3

3 d -κ2

2

K3 K2

(K3 + 1)(K2 + 1) ∑
n = 1

N

ejΩn. 利用等比求和公

式，可得∑
n = 1

N

ejΩn =
1 - ejNΩ2

1 - ejΩ2
，进而可以求出 CPS 调整策略

下B1的实部Â(B1 )和虚部Á(B1 )分别为

Â(B1 )=D3C5Â ( 1 - ejNΩ2

1 - ejΩ2 ) （32）

Á(B1 )=D3C5Á ( 1 - ejNΩ2

1 - ejΩ2 ) （33）

其 中 ，D3 = β0 d -κ3

3 d -κ2

2 和 C5 =
K3 K2

( )K3 + 1 ( )K2 + 1
. 当
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IRS 采用 q 比特量化的最优 DPS 调整策略时，B1 =

D3C5∑
n = 1

N

ej( )Ωn + ϕn . 因为 ϕn 服从[ - 2-qπ2-qπ ]的均匀分布，

所 以 可 以 求 出 Â(ej( )Ωn + ϕn ) 的 均 值 和 方 差 分 别 为

U1n 
2q - 1

π (sin ( π2q
-Ωn ) + sin ( π2q

+Ωn ) ) 和 V1n =U2n -

(U1n ) 2
，其中U2n表示Â(ej( )Ωn + ϕn )的二阶原点矩，其为

U2n 
1
2
+

2q - 3

π (sin ( π

2q - 1
- 2Ωn ) + sin ( π

2q - 1
+ 2Ωn ) )

（34）
同理可以求出 Á(ej( )Ωn + ϕn ) 的均值和方差分别为

U3n -
2q - 1

π (cos ( π2q
+Ωn ) - cos ( π2q

-Ωn ) ) 和 V2n =U4n -

(U3n ) 2
，其中U4n表示Á(ej( )Ωn + ϕn )的二阶原点矩，其为

U4n 
1
2
-

2q - 3

π (sin ( π

2q - 1
- 2Ωn ) + sin ( π

2q - 1
+ 2Ωn ) )

（35）
进一步利用文献［20］中独立不同分布条件下的

CLT（即文献［20］中 5.2 节的 Lyapunov 定理）可知，

∑
n = 1

N

ej( )Ωn + ϕn 可以近似为一个复高斯RV，其实部和虚部分

别服从均值为 μc3和 μc4、方差为 σ 2
c3和 σ 2

c4的实高斯分布，

其中 μc3  ∑
n = 1

N

U1n、μc4  ∑
n = 1

N

U2n、σ
2
c3  ∑

n = 1

N

V1n 和 σ 2
c4  ∑

n = 1

N

V2n.
基于上述分析可求出 DPS调整策略下 B1 的实部Â(B1 )

和虚部Á(B1 )分别服从N (μRB σ
2
RB )和N (μEB σ

2
EB )，其中

μRB =D3C5 μc3、μEB =D3C5 μc4、σ 2
RB =D2

3C
2
5 σ

2
c3 和 σ 2

EB =
D2

3C
2
5 σ

2
c4.

在求出式（27）中每项的概率分布后，利用复高斯

RV 之和仍为复高斯 RV 的性质，即可求出 H 的概率分

布 . H 的实部Â(H )和虚部 Á(H )分别服从N (μÂ2 σ
2
Â2 )

和N (μÁ2 σ
2
Á2 )，可得：

μÂ2 =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

D3C5Â ( )1 - ejNΩ2

1 - ejΩ2
CPS 

D3C5 μc3                   DPS 

（36）

μÁ2 =
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

D3C5Á ( )1 - ejNΩ2

1 - ejΩ2
CPS

D3C5 μc4                   DPS

（37）

σ 2
Â2 =

ì
í
î

ND2
3C6                   CPS

D2
3 (C 2

5 σ
2
c3 +NC6 )DPS

（38）

σ 2
Á2 =

ì
í
î

ND2
3C6                   CPS

D2
3 (C 2

5 σ
2
c4 +NC6 )DPS

（39）

其中，C6 =
( )K3 +K2 + 1

2 ( )K3 + 1 ( )K2 + 1
. 得到 H 的概率分布后，计

算| H |2的一阶原点矩和二阶原点矩，则有：

E (| H |2 ) =E (Â(H )2 ) +E (Á(H )2 ) （40）
E (| H |4 ) =E (Â(H )4 ) +E (Á(H )4 )
                      +2E (Â(H )2 )E (Á(H )2 )

（41）
在根据高斯RV各阶原点矩计算式求出Â(H )和Á(H )的

二阶原点矩和四阶原点矩后，即可得到 | H |的二阶原点

矩和四阶原点矩，再利用引理 1 可将 | H |2 近似为

Gamma(my μy )，则有：

my =
E ( )|| H

2 2

E ( )|| H
4 -E ( )|| H

2 2
（42）

μy =
E ( )|| H

4 -E ( )|| H
2 2

E ( )|| H
2

（43）

在确定 |G |2和 | H |2的概率分布后，下文给出一个定理 1
来确定SINRγu的CDF表达式 .

定理 1 对于非零常数 b 及两个相互独立的 RV 
X Gamma(α1 β1 )和 Y Gamma(α2 β2 )，RV Z = X

Y + b
的

CDF闭合表达式为

FZ( z ) =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1 -
βα2

2 e-β1 zb E1 (z)

Γ ( )α2

 α1为整数

βα2

2 e
( )β2 - β1 z b

2 E2 (z)  α1为非整数

（44）

其中：

E1 (z)= ∑
k = 0

α1 - 1∑
r= 0

k ( )β1 z
k
br

r！(k - r)！
(α2 + k - r - 1)！

(β2 + β1 z)α2 + k - r
（45）

E2 (z)= ∑
k = 0

¥ ( )β1 z
α1 + k

b( )α1 + α2 + k - 1
2

Γ ( )α1 + k + 1 ( )β2 + β1 z ( )α1 + α2 + k + 1
2

               ´W( )α1 - α2 + k + 1
2


-α1 - α2 - k

2
(( β2 + β1 z )b)

（46）

证明 详见附录A.
利用定理 1，令 X =P |G |2、Y =PJ| H |2 和 b = σw

2，将

α1 =mx、α2 =my、β1 = 1 ( )Pμx 和 β2 = 1 ( )PJ μy 代入式（44）
即可得到两种相位偏移调整策略下用户 SINRγu 的CDF
闭合表达式 .
3　平均BLER分析及传输块长优化

由文献［7］可知在 SPC 中，当传输块长为 T、瞬时

SNR 为 γ及 BLER 为 ε时，在加性复高斯白噪声信道下

的MAR R(Tεγ)为

R(Tεγ)=C(γ)-
V (γ)

T
Q-1 (ε)+O ( log2T

T ) （47）
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其中，C(γ)= log2 (1+ γ) 为香农容量；V (γ)= (1- (1+ γ)-2 ) 
(log2e)2 为信道散度；Q-1 (×) 为高斯 Q 函数的反函数；

O ( log2T
T )为高阶余项其在T ≥ 100时可忽略［21］，MAR的

单位为比特每符号（Bits Per Symbol，BPS）.
假设 F表示 AP要传输给用户的信息比特数目，那

么 MAR 可以表示为 R(Tεγ)= F TBPS. 由文献［21］可

知，当T ≥ 100时，BLERε可以近似为

ε»Q ( C(γu )-R

V (γu )/T ) （48）

进而在无线衰落信道下的平均BLER ε̄为
ε̄» ∫

0

¥

Q ( C(x)-R

V (x)/T ) fγu
(x)dx （49）

其中，fγu
(x)为 γu 的 PDF. 由于高斯 Q 函数的复杂性，无

法利用式（49）直接给出 ε̄的闭合表达式 . 因此，根据文

献［16］，本文将Q ( C(γu )-R

V (γu )/T )近似为

Z(γu )=

ì

í

î

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

1 0 < γu ≤ v1

1 - a(γu - v1 )2  v1 < γu ≤ v2

1
2
- k(γu - ο) v2 < γu ≤ v3

b(γu - v4 )2  v3 < γu ≤ v4

0 v4 < γu

（50）

其 中 ，k = T 2π(22R - 1)、ο = 2R - 1、v1 = ο - 1 k、v2 =

ο - 1 4k、 v3 = ο + 1 3k、 v4 = ο + 3 2k、 a = 4k 2 9 和

b = 6k 2 49. 利用式（50）可将平均BLER近似为

ε̄» ∫
0

¥

Z(x) fγu
(x)dx

  = 2a ∫
v1

v2

(x - v1 )Fγu
(x)dx + k ∫

v2

v3

Fγu
(x)dx

      -2b ∫
v3

v4

(x - v4 )Fγu
(x)dx

（51）

其中，Fγu
(x)为 γu 的 CDF. 将式（51）中三项分别利用高

斯切比雪夫（Gaussian Chebyshev Quadrature，GCQ）积分

法计算可得：

2a ∫
v1

v2

(x - v1 )Fγu
(x)dx

» aDv-
1∑

i= 1

Mx

wi( )Dv-
1

2
xi+

Dv-
1

2
Fγu( Dv-

1

2
xi+

Dv+
1

2 )（52）

k ∫
v2

v3

Fγu
(x)dx » k

Dv-
2

2 ∑
i= 1

Mx

wi Fγu( )Dv-
2

2
xi+

Dv+
2

2
（53）

2b ∫
v3

v4

(x - v4 )Fγu
(x)dx

» bDv-
3∑

i= 1

Mx

wi( Dv-
3

2
xi-

Dv-
3

2 ) Fγu( )Dv-
3

2
xi+

Dv+
3

2

（54）

其中，Dv+
1 = v1 + v2、Dv-

1 = v2 - v1、Dv+
2 = v2 + v3、Dv-

2 = v3 - v2、

Dv+
3 = v3 + v4 、 Dv-

3 = v4 - v3 、 wi=
π

Mx

1 - xi
2 和 xi=

cos ( 2i- 1
2Mx ) π；Mx 为 GCQ 积分法中选取的项数 . 利用

式（52）~（54）可得平均BLER的闭式解为

ε̄» aDv-
1∑

i= 1

Mx

wi( Dv-
1

2
xi+

Dv-
1

2 ) Fγu( )Dv-
1

2
xi+

Dv+
1

2

      +k
Dv-

2

2 ∑
i= 1

Mx

wi Fγu( )Dv-
2

2
xi+

Dv+
2

2

      -bDv-
3∑

i= 1

Mx

wi( Dv-
3

2
xi-

Dv-
3

2 ) Fγu( )Dv-
3

2
xi+

Dv+
3

2

（55）

将利用定理 1 得到的两种相位偏移调整策略下

SINR γu 的 CDF表达式代入式（55），即可求得本文所考

虑系统用户的平均BLER.
当存在电磁干扰时，满足用户平均BLER约束下最

小化 IRS辅助SPC系统传输块长的优化问题可表述为
      Tmin = min

T
T

      s.t.   ε̄≤ ε̄ th

     Mmin ≤ T ≤ Mmax      T为整数值

（56）

其中，ε̄ th 为用户要求的平均BLER门限；Mmin = 100为保

证式（47）准确性的最小值；Mmax 为系统受时延约束所

允许的最大传输符号数目 .
由于平均BLER是传输块长的单调递减函数［22］，所

以在给定的 P、PJ、F 和 IRS 相关参数下，可以采用与文

献［23］相同的二分法来求解，其具体算法见算法1.
算法 1包含了三种情况 . 当 T =Mmax 时，ε̄> ε̄ th 被满

足，则由平均 BLER 是传输块长的单调递减函数可知，

在区间[Mmin Mmax ]内优化问题式（56）无解；当 T =Mmin

时，ε̄≤ ε̄ th 被满足，那么式（56）的解为 Tmin =Mmin；当 T =
Mmax 满足 ε̄≤ ε̄ th 且 T =Mmin 满足 ε̄> ε̄ th 时，利用单调性可

知，Tmin 必在区间[Mmin Mmax ]内，其可以利用二分法求

出 . 由文献［24］给出的二分法计算复杂度公式可知，算

法1的计算复杂度为O ( log2(Mmax -Mmin ) ).
4　数值仿真与分析

本节利用 Matlab软件来仿真验证前述理论分析的

正确性，并量化分析电磁干扰对 IRS 辅助 SPC 的影

响 . 与文献［5］相同，单位参考距离 1 m 处的路径损

耗为 β0 =-30 dB，高斯白噪声功率为 σw
2 =-90 dBm，
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载 波 频 率 为 5.9 GHz，发 射 功 率 取 值 范 围 在 区 间

[ - 5 dBm  30 dBm ] 内，AP 与 IRS、IRS 与用户、干扰源

与 IRS 及 AP 与用户间的路径损耗指数分别为 κ1 = 2.2、

κ2 = 2.5、κ3 = 3 和 κ0 = 3.5. AP 与 IRS 间距离为 d1 = 80 m，

IRS 与用户间距离为 d2 = 20 m，电磁干扰源与 IRS 间距

离为 d3 = 20 m，AP与用户间距离为 d0 = 90 m. 本文设定

莱斯因子为 K0 =K1 =K2 =K3 = 3 + 2 3［25］，AP 到用户、

AP 到 IRS 和 IRS 到用户的发射角分别为 AoD0 = π 6、

AoD1 = π 3 和 AoD2 = π 6，AP 到 IRS 和干扰源到 IRS 的

到达角分别为 AoA1 = π 3 和 AoA3 = π 8［14］，AP 天线数

为 M = 4［26］，AP 传输给用户的短包中信息比特数目为

F = 100［9］. 根据文献［27］，本文假定系统受时延约束下

允许的 SPC中最大传输符号数为Mmax = 1 832，DPS调整

策略中的量化比特数目为 q = 2，其他仿真参数在每个

图中说明 .
为了验证第 3 节给出的平均 BLER 闭合表达式的

准确性，图 2 给出了 T = 100、N = 128 和 IRS 采用最优

CPS与DPS调整策略时，在不同干扰功率PJ 情况下，用

户平均BLER ε̄随AP发射功率P变化的曲线 . PJ考虑了

其大小为 0（即无电磁干扰）、20 dBm 和 30 dBm 三种情

况 . 此外，图 2也出给了无 IRS时 ε̄随P变化的曲线 . 由

图 2可以得出以下结论 . 首先，仿真结果与利用式（55）

所得理论结果相一致，从而验证了本文理论推导的正

确性 . 其次，当无电磁干扰时，相比于无 IRS 的系统，

IRS辅助 SPC极大地改善了系统可靠性，如在P = 0 dBm
时，无 IRS的系统的 ε̄为 1，而采用最优CPS调整策略的

IRS 辅助通信系统的 ε̄仅为 8 ´ 10-3. 再次，相较于 CPS
调整策略，IRS 采用低实现复杂度的 DPS 调整策略使

IRS辅助通信系统性能恶化 . 例如，当无电磁干扰时，为

了达到 ε̄= 10-5，IRS 采用 2 bits 量化的 DPS 调整策略所

需的AP发射功率从采用CPS调整策略时所需的 2 dBm
增大到 3.5 dBm. 最后，当存在电磁干扰时，由于 IRS能

够为干扰信号提供额外的传输路径，从而导致 IRS辅助

SPC 性能恶化 . 此外，当干扰功率 PJ 较大时，IRS 辅助

SPC 的性能甚至可能劣于无 IRS 的系统 . 例如，在 PJ =
20 dBm 时，为了达到 ε̄= 10-1，采用 CPS 调整策略的 IRS
辅助 SPC 系统所需的 AP 发射功率，从无电磁干扰（即

PJ = 0）时的−1 dBm 增大到了 2 dBm，但其仍低于无 IRS
系统所需的 5 dBm，但当 PJ = 30 dBm 时，IRS 辅助通信

系统所需的 AP 发射功率增大到了 6 dBm，此时 IRS 辅

助通信系统性能劣于无 IRS系统 .

图 3给出了 T = 100、P = 0 dBm和 IRS采用最优 CPS
与 DPS 调整策略时，不同电磁干扰功率 PJ 下用户平均

BLER 随 IRS单元数目变化的曲线 . 图 3考虑了干扰功

率 PJ 为 0、15 dBm和 20 dBm三种情况 . 由图 3可知，无

论有无电磁干扰，用户平均BLER都会随着 IRS单元数

目的增加而降低，但是随着干扰功率的增加，为了达到

相同的用户平均BLER，系统所需 IRS单元数目增加，且

用户平均 BLER 降低相同数量级所需增加的 IRS 单元

数目也随着干扰功率的增加而增加，即增加相同数目

的 IRS单元数目，用户平均BLER性能改善随着干扰功

率的增加而减弱 . 例如，当 PJ = 0 和 IRS 采用 CPS 调整

策略时，为了将用户平均BLERε̄从 10-4降低到 10-5，IRS

图2　平均BLER随发射功率变化曲线

算法1 Tmin求解算法

输入：： 通信系统参数N、M、K0、K1、K2、d0、d1、d2、d3、κ0、

κ1、κ2、κ3、β0、q、P、PJ、F、AoD0、AoD1、AoD2、AoA1、

AoA3、σw
2和 ε̄th

输出：： 最小块长Tmin

初始化T - =Mmin,T + =Mmax

(1) 计算T -对应的平均BLERε̄-
(2) 计算T +对应的平均BLERε̄+
(3) IF ε̄+ > ε̄th THEN
(4)   令Tmin =-1,其中−1表示无解

(5) ELSE IF ε̄- < ε̄th THEN
(6)   令Tmin =Mmin

(7) ELSE
(8)   WHILE T + -T - ¹ 1 DO
(9)    令 T̂ =

é

ê
êêêê

ù

ú
úúúú

T - +T +

2
并计算对应的平均BLERε̂

(10)    IF ε̂< ε̄th THEN
(11)       令T + = T̂

(12)    ELSE
(13)       令T - = T̂

(14)    END
(15)  END
(16)  令Tmin =T +

(17) END
(18) 返回Tmin
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单元数目需要从147增加到153，即需要增加6个 IRS单

元数目；当干扰功率为PJ = 15 dBm时，采用CPS调整策

略的 IRS辅助通信系统将 ε̄从 10-4 降低到 10-5 则需要将

IRS单元数目从 158增加到 170，即需要增加的 IRS单元

数目增加到了 12 个；当干扰功率进一步增加到 PJ =
20 dBm时，将 ε̄从 10-4 降低到 10-5 需要的 IRS单元数目

进一步从 232 增加到 277，即需要增加的 IRS 单元数目

进一步扩大到了 45 个 . 产生此种现象的原因为由于

IRS 能为干扰信号提供额外的传输路径，且随着 IRS
单元数目的增加干扰信号被进一步增强所致 . 正如文

献［10］所述，当存在电磁干扰时，用户接收 SINR 从无

电磁干扰时的与 IRS单元数目平方成正比下降到了仅

与 IRS单元数目成正比，从而导致相比于无电磁干扰环

境 . 当存在电磁干扰时，增加 IRS 单元数目系统改善

SINR的能力变弱 . 用户的接收 SINR与其平均BLER成

反比，因此相较于无电磁干扰环境，当存在电磁干扰

时，为了达到相同的平均BLER系统需要更多的 IRS单

元数目，且随着电磁干扰的增强，所需 IRS单元数目进

一步增加 .

图 4 给出了 IRS 采用最优 CPS 调整策略时不同电

磁干扰强度下为了满足用户可靠性要求系统所需最小

传输块长 Tmin 随 IRS 单元数目变化的曲线 . 在图 4 中，

假定发射功率 P 为 3 dBm 和 10 dBm，干扰功率 PJ 为 0、
25 dBm 和 30 dBm，用户平均 BLER 门限 ε̄ th 为 10-8. 由

图 4可知，首先，对于给定的发射功率，增加 IRS单元数

目能减少 Tmin（即降低系统传输时延）；对于给定的 IRS
单元数目，增加发射功率也能减少Tmin. 最后，随着干扰

功率的增加，在给定的发射功率下为了达到相同的

Tmin，系统所需 IRS 单元数目显著增加，如当 P = 3 dBm
和 Tmin = 370时，系统所需 IRS单元数目从PJ = 0时的 80
增大到了PJ = 25 dBm时的155.

图 5则给出了当 IRS采用最优 CPS调整策略时，在

不同电磁干扰强度下，Tmin 随发射功率变化的曲线 . 在

图 5 中，假定 IRS 单元数目 N 为 64 和 128，干扰功率 PJ

仍为 0 dBm、25 dBm 和 30 dBm，用户平均 BLER 门限 ε̄ th

仍为 10-8. 由图 5可知，当 N = 64、PJ = 0和 P = 3 dBm时，

Tmin 为 830. 为了降低传输时延，系统可以通过增加发

射功率或者增加 IRS单元数目来减少 Tmin. 当 IRS单元

数目N = 64保持不变和PJ = 0时，由图 5可知，通过增加

发射功率将 Tmin 从 830 减少到 130，需要将发射功率 P

从 3 dBm增加到12 dBm，即P增加了9 dBm；当发射功率

P = 3 dBm 保持不变和 PJ = 0 时，由图 4 可知，通过增加

IRS单元数目将 Tmin 从 830 减少到 130，需要将 IRS 单

元数目从 64 增加到 117，即 IRS单元数目增加了 53个 .
当干扰功率增大到 PJ = 30 dBm 且 N = 64 时，为了达到

Tmin=830，由图 5 可知，系统所需发射功率 P = 10 dBm.
此种情况下，通过增加发射功率将 Tmin 从 830 减少到

130，系统需要将发射功率 P 从 10 dBm 增加到 19.2 
dBm，即P增加了 9.2 dBm. 当发射功率 P = 10 dBm保持

不变和 PJ = 30 dBm时，通过增加 IRS单元数目将Tmin从

830 减少到 130，则需要将 IRS 单元数目从 64 增加到

288，即 IRS单元数目增加了 224个 . 由上述数据可以看

出，首先，为了达到相同的Tmin，随着干扰功率的增大系

统需要更高的发射功率或者更多的 IRS 单元数目；其

次，在有无电磁干扰环境下系统通过增加发射功率的

方法将Tmin从 830减少到 130所需增加的发射功率基本

相同，但当系统采用增加 IRS单元数目的方法将Tmin 从

830减少到130时，在强电磁干扰强度下，系统所需增加

的 IRS单元数目远大于无电磁干扰强度下系统所需增

加的 IRS单元数目 . 这一现象表明：相较于无电磁干扰

环境，存在强电磁干扰时系统通过增加相同的 IRS单元

数目来降低系统传输时延的效果变差 .

图3　平均BLER随 IRS单元数目变化的曲线

图4　Tmin随 IRS单元数目变化曲线
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5　结论

针对 URLLC 场景，本文分析了电磁干扰对 IRS 辅

助单用户MISO SPC系统性能的影响 . 在所有通信链路

服从莱斯衰落且 IRS 利用统计 CSI 进行相位偏移调整

的假设下，本文首先利用 CLT 和矩匹配方法推导出了

用户接收 SINR 的 CDF 表达式；其次，利用 GCQ 积分法

和 SPC相关理论推导了用户平均BLER表达式，并在用

户平均 BLER 约束下给出了一种基于二分法的传输块

长优化算法；最后，通过仿真验证了理论分析的有效

性，仿真结果显示：电磁干扰严重恶化了 IRS 辅助 SPC
系统实现URLLC的性能，在存在电磁干扰的环境下，通

过增加 IRS 单元数目来降低用户平均 BLER 和减少系

统传输块长的能力显著弱于其在无电磁干扰环境中的

能力 .
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附录A　定理1的证明

由于 X 和 Y 为两个相互独立的服从伽玛分布的

RV，因此Z的CDF表达式为

FZ( z ) = ∬
x

y + b
≤ z

fX (x) fY (y)dxdy

         =
步骤(a) ∫

0

¥∫
0

z(y + b) βα1

1 β
α2

2 e-(β1 x + β2 y)

Γ ( )α1 Γ ( )α2

xα1 - 1 yα2 - 1dxdy

         =
步骤(b) βα2

2

Γ ( )α2
∫

0

¥ γ(α1 β1 z(y + b))

Γ ( )α1

yα2 - 1e-β2 ydy

  （A1）

其中，步骤（a）通过将伽玛分布的 PDF 公式代入得到，

步骤（b）利用下不完全伽玛函数的定义得到 .
当α1为整数时，由文献［28］可知：

γ ( )α1 β1 z ( )y + b

Γ ( )α1

= 1 - e-β1 z ( )y + b ∑
k = 0

α1 - 1 ( )β1 z ( )y + b
k

k！

     （A2）
将式（A2）代入式（A1）可得：

FZ( z ) = βα2

2

Γ ( )α2
∫

0

¥

yα2 - 1 e-β2 ydy

-
βα2

2

Γ ( )α2
∫

0

¥

yα2 - 1 e-(β2 + β1 z)y - β1 zb∑
k = 0

α1 - 1 ( )β1 z ( )y + b
k

k！
dy

  （A3）
利用文献［29］可得式（A3）中第一项为

βα2

2

Γ ( )α2
∫

0

¥

yα2 - 1 e-β2 ydy = 1 （A4）
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式（A3）的第二项可进一步表示为

-βα2

2

Γ ( )α2
∫

0

¥

yα2 - 1 e-β2 ye-β1 z ( )y + b ∑
k = 0

α1 - 1 ( )β1 z ( )y + b
k

k！
dy

    =
步骤(c) -βα2

2 e-β1 zb

Γ ( )α2

∑
k = 0

α1 - 1∑
r= 0

k ( )β1 z
k
br

r！(k - r)！ ∫
0

¥

yα2 + k - r- 1 e-(β2 + β1 z)ydy

    =
步骤(d) -βα2

2 e-β1 zb

Γ ( )α2

∑
k = 0

α1 - 1∑
r= 0

k ( )β1 z
k
br

r！(k - r)！
´

(α2 + k - r - 1)！

(β2 + β1 z)α2 + k - r

（A5）
其中，步骤（c）通过将 (y + b)k 根据二项式定理展开得

到，步骤（d）由文献［29］得到 . 将式（A4）和式（A5）
代入式（A3）可得 α1 为整数时 Z 的 CDF 闭合表达

式为

FZ( z ) = 1 -
βα2

2 e-β1 zb

Γ ( )α2

∑
k = 0

α1 - 1∑
r= 0

k ( )β1 z
k
br

r！(k - r)！
(α2 + k - r - 1)！

(β2 + β1 z)α2 + k - r

（A6）
当α1为非整数时，利用文献［28］可得：

γ ( )α1 β1 z ( )y + b

Γ ( )α1

= e-β1 z ( )y + b ∑
k = 0

¥ ( )β1 z ( )y + b
α1 + k

Γ ( )α1 + k + 1
   （A7）

将其代入式（A1）可得：

FZ( z ) = βα2

2

Γ ( )α2
∫

0

¥

yα2 - 1 e-β2 y - β1 z ( )y + b ∑
k = 0

¥ ( )β1 z ( )y + b
α1 + k

Γ ( )α1 + k + 1
dy

            =
βα2

2

Γ ( )α2

e-β1 zb∑
k = 0

¥ ( )β1 z
α1 + k

Γ ( )α1 + k + 1

                ´ ∫
0

¥

yα2 - 1( y + b) α1 + k
e- ( )β2 + β1 z y dy

        =
步骤(e) βα2

2

Γ ( )α2

eβ2b∑
k = 0

¥ ( )β1 z
α1 + k

Γ ( )α1 + k + 1

               ´ ∫
b

¥

( y - b) α2 - 1
yα1 + k e- ( )β2 + β1 z y dy

（A8）
其中，步骤（e）通过将 y进行变换整理后得到，进一步利

用文献［29］可得：

FZ( z ) = βα2

2 e
( )β2 - β1 z b

2 ∑
k = 0

¥ ( )β1 z
α1 + k

b( )α1 + α2 + k - 1
2

Γ ( )α1 + k + 1 ( )β2 + β1 z ( )α1 + α2 + k + 1
2

´W( )α1 - α2 + k + 1
2


-α1 - α2 - k

2
(( β2 + β1 z )b)

（A9）
证毕 .
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